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Dairesel Verilerde Tekdiizelik Testleri

Uniformity Tests in Circular Data: Review

OZET Yénsel veri igerisinde 6nemli bir yer tutan dairesel veriler ile bir¢ok farkli alanda ilgilenil-
mektedir. Agisal verilere giiniin saatine (hastane ziyaretleri, dogum zamanlari vb.) veya yilin giinle-
rine (igsizlik veya satista meydana gelen degisimler) baglh zaman i¢inde meydana gelen periyodik
olaylar 6rnek olarak verilebilir. Dairesel verinin basit ancak temel 6zelligi, 6lgegin baslangic ve bitig
(0° ile 360°) degerlerinin cakismasidir. Ustelik bu tiir verilerde aritmetik ortalamanin 6zetleyici bilgi
olarak kotii bir gosterge olma ihtimali yiiksektir. Ciinki 1° ile 359°nin ortalamasinin 180° olmasi
mantikl degildir. Bu durumda ¢6ziim, ortalama vektor yoniiniin dairesel ortalama olarak kullanil-
masidir. Agisal veya dairesel verilerin istatistiksel analizi dogrusal veri analizinden farkhidir. Sinirsiz
ve iki kuyruklu dogrusal dagilimlarin aksine dairesel dagilimlar sonlu bir yap: sergilemektedir. Bun-
dan dolay1 0° ile 360° bir dairede gergekte ayni noktadir. Dairesel verilere ait istatistikler temelde,
diizlemde birim vektor olarak ifade edilen gozlemler ile ilgilidir. Dolayisiyla 6rneklem uzayinin daire
veya kiire olmasindan dolay, tek degiskenli veya ¢ok degiskenli 6l¢iim degerlerinin analizinde kul-
lanilan standart yontemler kullanilmamalidir. Bu tiir 6rneklem uzaylarimin dikkate alindig1 durum-
larda, 6zel olarak gelistirilmis dairesel yontemlerin kullanilmas: gerekmektedir. Dairesel verilerin
s6z konusu oldugu bir¢ok durumda yapilan istatistiksel analizlerde dikkate alinan yokluk hipote-
zinde tek diize dagilim tiim yonlerin ortaya ¢ikmasinin olasiliklarinin esit oldugunu ifade etmekte-
dir. Bu galismada, agisal verilerde tekdiizelik testi olarak gelistirilmis sekiz farkli yéntem tanitilmig
ve literatiirden elde edilen bilgilerden yararlanarak yontemler birbirleri ile karsilagtirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Istatistik, parametrik olmayan; istatistik dagilimlar

ABSTRACT Circular data are a large class of directional data, which are interest in many fields.
Examples include phenomena that are periodic in time, including those dependent on hours of the
day (hospital visits, times of birth, etc.) or days of the year (unemployment or sales variations. The
elementary but also fundamental property of circular data is that the beginning and end of the scale
coincide: for example, 0° = 360°. An immediate implication is that the arithmetic mean is likely to
be a poor summary: the mean of 1° and 359° cannot sensibly be 180°. The solution is use the vector
mean direction as circular mean. The statistical analysis of angular or circular data differs from the
analysis of linear data. Unlike linear distributions, which are often two-tailed and infinite, circular
distributions exhibit finite closure because a circular data set comes back on itself, and therefore,
0° and 360° are actually the same point on a circle. Circular statistics is concerned mainly with ob-
servations which are unit vectors in the plane. Thus the sample space is typically a circle or a sphere,
so that standart methods for analysing univariate or multivariate measurement data can’t be used.
Special circular methods are required take into account the structure of these sample spaces. In
most circular statistical analyses, the null hypothesis is a uniform distribution in which all direc-
tions occur with equal probability. In this study, eight different testing methods improved for uni-
formity in angular data have been introduced and these methods were compared with each other
by using the information obtained from the literature.

Key Words: Statistics, nonparametric; statistical distributions
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cisal bir deger ile ifade edilebilen gozlem degerleri, sinirli bir dog-

rudan ziyade periyodik bir daire {izerinde tanimlanmaktadir. Dola-
yistyla gozlem degerlerinin ac1 degeri ile ifade edildigi ¢alismalarda
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verilerin, agisal veri olmasindan kaynaklanan dén-
giisel dogas: geregi, yapilacak istatistiksel analiz-
lerde dikkatli olmak gerekmektedir. Clinkii bazi
teorik ve deneysel sebeplerden dolayi, bu tiir veri-
lerin degerlendirilmesinde dogrusalligi dikkate
alan yontemlerin kullanilmas: sonucunda gercekei
olmayan yorumlar ortaya ¢ikabilmektedir. Orne-
gin, 10%1lik ac1 ile 350”1ik aginin aritmetik ortala-
mas1 180%dir. Oysa bu agilar birbirinin zidd1 olan
agilardir ve sezgisel olarak aritmetik ortalama 0° ol-
malidir. Dolayisiyla 6zel olarak bu tiir verilerin de-
gerlendirilmesi amaciyla gelistirilmis bircok
istatistiksel yontem bulunmaktadir. Bu yontemler,
radyal veya eksenel yonlerde ortaya ¢ikan dairesel
veya kiiresel bir olaya ait deneysel gozlemlerin ana-
lizi ile ilgili olarak 6zellikle biyoloji basta olmak
iizere, bazi doga ve yasam bilimlerinde son otuz
yilda yogun bir sekilde kullanilmaktadar.'?

Acqisal veriler farkli yollar ile elde edilebil-
mektedir. Bu tiir veriler 6zellikle saat ya da pusula
gibi iki temel dairesel 6lciim aletinin kullanildig:
caligmalarda kaginilmazdir.® Acisal veriler, genel-
likle bir daire iizerinde derece cinsinden 0°-360°
veya radyan cinsinden 0-2m arasinda olgiilen veri-
lerdir.* Aragtirmalarin bazilarinda kullanilan 61-
¢limler, dogrudan ac1 veya yon ile ilgili olabildigi
gibi, bu tiir 6l¢timlerin s6z konusu olmadig1 du-
rumlarda bile 6l¢tim degerleri a1 veya yon 6l¢timii
seklinde diisiiniilerek degerlendirilebilmektedir.
Ornegin, birbirini ardigik takip eden giinlerin 6gle
vaktinde bir sehirdeki riizgarin yonii, ardisik olarak
gevrilen bir rulet ¢carkinin durma pozisyonu ya da
go¢men kuslarin gozden kaybolma esnasinda
ufukta meydana gelen durumlar ile ilgili 6l¢timler
ac1 ile ilgilidir. Ancak, bir hastanede bir giinde
dogan bebeklerin dogum saatleri veya bir bolgede
bir yilda yeni l6semi tanilarinin konuldugu giinler
ac1 veya yon ile ilgili degildir. A¢1 veya yon ile il-
gili olmasa bile bu tiir 6l¢iimler de bir cemberin
cevresinde yer alan noktalar ile ifade edilebildigi
i¢in ag1 veya yon Ol¢limleri olarak degerlendirile-
bilmektedir. Bunun i¢in gézlem degerlerinin, agisal
degerlere dontstiiriilmesi gerekmektedir. Kullani-
lan zaman birimine gére herhangi bir gézlem de-
gerine (x) karsilik gelecek acisal degerin (a)
belirlenmesinde,

esitligi kullanilir. Esitlikte yer alan k degeri, ilgi-
lenilen olaya ait gozlem yapilabilecek toplam
zaman birimini (yilin giinleri i¢in 365, giiniin saat-
leri i¢in 24, giintin dakikalari i¢in 1440 vb.) goster-
mektedir.

Aciveya yon Ol¢timlerinin degerlendirilmesi ile
ilgili gelistirilmis bir¢ok test bulunmaktadir. Aym
amaca hizmet etmelerine ragmen bu testler litera-
tlirde, agisal (angular), dairesel (circular) veya yon-
sel (directional) Gl¢iimlerin degerlendirilmesinde
kullanilan testler seklinde farkli isimler ile ifade edil-
mektedirler. Hangi isim ile ifade edilirse edilsin, bu
testlerde kullanilan tekdiizelik kelimesi, gozlem de-
gerlerinin, herhangi bir ortalama agisal degere sahip
olmadigi, bunlarin bir dairenin gevresi iizerinde esit
olasiliklara sahip oldugu durumu ifade etmektedir.

ay,d9,ds,..., a, degerleri, aragtirmadan elde edi-
len gozlem degerlerine karsilik gelen derece cin-
sinden acisal degerler olmak {izere bu degerler
kullanilarak ortalama acisal deger (p);

Her bir a; degeri bir kez gozlemlenmis ise;

8 . cosa,

¥ - 2=t ;
n

v 2L sina,
1

her bir a; degeri birden fazla sayida (f;) gozlem-

lenmis ise;

. ¥, fcosa,
DI ¢

v i, fsina,
X

olmak tizere,

r= x.-"K: +v?
X
cosa — —
r
Y
sina =—

-

sina

Bp = arctan[

)

cosa
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(

B, eBer cosd > 0wvesind >0 se’)
360 — EF eger cosa > 0wve sina < 0 ise

0= . - - - " = - ;
| 180 -8, eger cos3a< O,vesind > 0 ise

\ 180+ 8, eger cosa< 0,vesind <0ise)

radyan cinsinden agisal degerler s6z konusu ise or-
talama acisal deger (p);

i " = e T (Ve et e () e
B, eger cosdx 0wvesind > 0 ise)
n+ 8, eger cosdasQvesing <0 (se
n = H
! m+ 8, efer cosa< 0,ve sina = 0 ise
| T EF efer cosa < 0,vesina <0 :'se),

esitlikleri yardim ile elde edilir.’

r degeri, ortalama vektér uzunlugu olarak ifade
edilmekte ve gozlem degerlerine iliskin agisal de-
gerlerin degisim Ol¢iisti olarak kullanilmaktadir.
r =0 olmas: gozlem degerlerinin herhangi bir orta-
lama agisal degere sahip oldugunu, r = 1 olmasi ise
tim gozlem degerlerinin tek bir yonde tam olarak
yogunlastiginmi gostermektedir. Acisal veriler i¢in
tekdiizelik testlerinde kullanilacak hipotezler ise;
Hy:p=0veH,:p#0 seklindedir.?

Bu ¢aligmanin amaci, dairesel verilerin anali-
zinde kullanilan ve literatiirde yer alan tekdiizelik
testlerini tanitmak ve literatiirden elde edilen bil-
gilerden yararlanarak bu testleri birbirleri ile kar-
silagtirmaktir.

I RAYLEIGH TESTIs®

a1,0y,d3,..., a, degerleri aragtirmadan elde edilen goz-
lem degerlerine karsilik gelen derece cinsinden ag1-
sal degerler olmak iizere bu degerler kullanilarak;

R=nr

RZ .
Z=—Vayaz=nur-
n

esitlikleri kullanilarak elde edilen z degeri Rayle-
igh testi i¢in gelistirilen z,, tablo degeri ile karsi-
lagtinhir. z ., < Z 741, is€ H hipotezi kabul edilir.

Rayleigh testi i¢in z,, tablo degerinden yararla-
nilabildigi gibi asagida verilen esitliklerin kullanil-
mas1 durumunda Ki-Kare tablosundan da yararla-
nilabilmektedir.® Buna gore test istatistiginin degeri,

S = 2nr?

esitligi kullanilarak hesaplanir. Test istatistigine ait
deger, serbestlik derecesi iki olan Ki-kare tablo de-
geri ile kargilagtinlir. § < y3_.,. ise H, hipote-
zi kabul edilir. Iki serbestlik dereceli Ki-kare dag1-
limina daha yakin bir yaklagim uyarlanmis Rayle-
igh testi olarak ifade edilmektedir. Uyarlanmig
Rayleigh test istatistiginin degeri;
nr-

1\,
s= (1——) 2nr? +—
2 2

il

esitligi kullanilarak elde edilmektedir.

I UYARLANMIS KUIPER TESTI6”

Adim 1. a,a,,a3,..., a, degerleri arastirmadan
elde edilen gozlem degerlerine karsilik gelen de-
rece cinsinden agisal degerler olmak iizere uyar-
lanmig Kuiper test istatistiginin degeri;

a; i . a; i 1

V, = max ( ——J— min (———:I——

imlron 360 n i=lton V360 n n
degeri hesaplanir.

Adim 2. Test istatistiginin degeri asagida veril-
digi bicimde hesaplanir.
— 0.24
V=V, (\-'n + 0155 + —,_J
%/ 11
Adim 3. Tkinci adimda elde edilen deger; a =
0.101i¢in 1.620, a = 0.05 i¢in 1.747, a = 0.01 i¢in 2.001
ile kargilagtirilir. Vg, < Vi, ise H hipotezi kabul
edilir. Uyarlanmis Kuiper testinin »n < 8 oldugu du-
rumlarda dogru sonuglar verdigi ifade edilmektedir.

I WATSON TESTI®6

Adim 1. a,,a,,a,..., a, degerleri arastirmadan
elde edilen gozlem degerlerine karsilik gelen de-
rece cinsinden agisal degerler olmak iizere Watson
test istatistiginin degeri;

2
ui.=_
360
n
e
u_
n
. 2
. =7 1 1
Ul = u, — —a4o| =
n Z 12n
=1

esitligi kullanilarak elde edilmektedir.
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Adim 2. Birinci adimda elde edilen deger; a =
0.10 i¢in 0.152, a = 0.05 igin 0.187, a = 0.01 igin

0.267 degeri ile karsilagtirilir. L".-jt__,__,__:._ < Uz .., ise
H, hipotezi kabul edilir. Watson testinin # > 8 ol-
dugu durumlarda dogru sonuglar verdigi ifade edil-

mektedir.

I AJNE 4, TESTIe

Adim 1. a,,a,,as,..., a, degerleri arastirmadan
elde edilen gozlem degerlerine karsilik gelen rad-
yan cinsinden agisal degerler olmak tizere agisal or-
talama fark bulunur. Derece cinsinden verilen
acisal degerlerin radyan cinsinden degerleri,

Derece=* T

Radyan =
dvan 180

esitligi kullanilarak hesaplanir.

R o S T

i=1i=1

Adim 2. Test istatistiginin degeri agagida veril-
digi bicimde hesaplanir.

1 D,
4 Zm
Adim 3. Tkinci adimda elde edilen deger, Ajne
A, test tablosundan 7 ve a i¢in elde edilen deger ile

kargilagtirilir. 4
kabul edilir.

n,Hesap < An,Tablu 1s€ HO hlPOteZI

I HERMANS-RASSON TESTI¢

Adim 1. a,,a,,a3,..., a, degerleri arastirmadan
elde edilen gozlem degerlerine karsilik gelen rad-
yan cinsinden agisal degerler olmak {izere test ista-
tistiginin degeri asagida verildigi bicimde hesap-
lanir.

n -1

1 2
= 2m,~289523"S (o 3] -

j=2 i=1

Adim 2. Birinci adimda elde edilen deger; a =
0.10 i¢in 0.60, @ = 0.05 i¢in 0.75, a = 0.01 igin 1.09

degeri ile karsilagtirilir. H, < H, 1, is€ Hy

,Hesap

hipotezi kabul edilir.

I HODGES-AJNE TESTI56¢

Adim 1. Daire iizerinde yer alan dogru pargasi
(diametre veya dairenin ¢ap1) b — a = 180° olacak
sekilde a = 0°, b = 180°’den baglamak tizere a = 1°,
b=181°;a=2°b=182°;a=3°b=183°
a=180°, b=360° alinarak farkl: agilar i¢in saat y6-
niinde dondiiriiliir. Her déndiirme sonucunda dia-
metrenin saginda ve solunda kalan gozlem sayilar
sayilir. Diametrenin ister saginda ister solunda
180°1ik genislik icinde kalan en kii¢iik gozlem sa-
yis1 (h) belirlenir.

Adim 2. Test istatistiginin degeri agagida veril-
digi bicimde hesaplanir.

() -2

p(En Kiiciik Gézlem Sayis1 < h) = =

Adim 3. Tkinci adimda elde edilen deger a ile
kargilagtirilir. p > a ise H, hipotezi kabul edilir.

I RANGE TESTI6®

Adim 1. a,a,,a3,..., a, degerleri arastirmadan
elde edilen gozlem degerlerine karsilik gelen de-
rece cinsinden agisal degerler olmak tizere en
biiyiik a1 degeri ile en kiiciik ac1 degeri arasindaki
fark bulunur.

Adim 2. Birinci adimda derece cinsinden elde
edilen fark degeri radyana (q) dontistiirtlir.

Adim 3. 1 - k[(2m—q)/(2m)] = 0 kosulunu
saglayan en biiyiik £ degeri bulunur.

Adim 4. Test istatistiginin degeri asagida veril-
digi bigimde hesaplanir.

L
pw= o) = ) 0 ()i

Adim 5. Dérdiincti adimda elde edilen p de-
geri, a ile kargilagtirilir. p > a ise H, hipotezi kabul

i(2m—q) -
- 21 ]

edilir.

I RAO SPACING TESTi""

Adim 1. a,a,,a3,..., a, degerleri arastirmadan
elde edilen gozlem degerlerine karsilik gelen de-
rece cinsinden agisal degerler olmak tizere Rao Spa-
cing test istatistiginin degeri;
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360
}L=_

n
T, = 2.1 — & l=i=n-=1
T,=(360—a,) +a, i=n

n

1
U=—ZIT‘L—?L|
2

=1
esitligi kullanmilarak elde edilmektedir.

Adim 2. Birinci adimda elde edilen U degeri, n
ve a degerlerinden yararlanarak Rao Spacing test tab-
losundan elde edilen deger ile kargilagtirilir. Uy, <
Urunio 1s€ Hy hipotezi kabul edilir.

0 SONUGLAR

Literatiirde, caligmada dikkate alinan yontemlerin
birbirleri ile karsilastirildig: sinirli sayida ¢aligma
bulunmaktadir. Bu ¢aligmalardan elde edilen so-
nuglara gore; gii¢ bakimindan gercekte benzer so-
nuglar vermelerine ragmen Ajne testinin, Watson
ve uyarlanmis Kuiper testlerine gore az da olsa
daha giiclii oldugu ifade edilmektedir.? Rao Spacing
testinin ise bir¢ok durumda Rayleigh ve uyarlan-
mis Kuiper testlerine gore oldukca giiclii oldugu
belirtilmigtir.!*'? Bahadur etkinligi bakimindan,
diger yontemler diisiik asimtotik etkinlik degerle-
rine sahip olmasina ragmen Ajne testi, Watson testi
ve Rayleigh testi digerlerine gore daha yiiksek ve
birbirlerine benzer etkinlik degerine sahiptir.
Uyarlanmis Kuiper testi ile Hodges-Ajne testinin
performanslar: asimtotik olarak benzerdir. Ancak
Ajne testi, Watson testi ve Rayleigh testlerinin et-

kinligi 1 olarak diisiiniiliirse, uyarlanmis Kuiper ve
Rayleigh testlerinin etkinlik degeri 0.81’dir. Rao
Spacing testinin Bahadur asimtotik etkinlik degeri
ise diger tim yontemlere gore 0’dir.'?

Uyum iyiligi testi olarak kullanildiklarinda; tek
tepeli verilerde Watson testi ve Ajne testi diger test-
lere gore cok giiclii ve birbirine oldukca benzer giice
sahiptirler. Iki tepeli verilerde Hermans-Rasson testi
diger testlere gore ¢ok giiclidiir."”® Cauchy dagili-
mina sahip tek tepeli, iki tepeli ve ti¢ tepeli verilerde
ise Rayleigh, Watson ve Kuiper testleri birbirlerine
benzer ve diger testlere gore daha fazla giice sahip-
tirler."* Uyarlanmis Kuiper testi, tek tepeli veya iki
tepeli veriler i¢in Ki-kare testinden daha giigliadir.*
Tek tepeli yapilarin belirlenmesinde, kiigiik 6rnek
buyiikliikleri ve agisal yayginligin genis oldugu du-
rumlarda Rao Spacing testi, Rayleigh ve Watson
testlerine gore biraz daha iyidir. Ug ve daha fazla sa-
yida tepe degerine sahip verilerde Hermans-Rasson
testi diger yontemlere gore oldukea giicliidiir. Tki te-
peli yapilarin belirlenmesinde, biiyiik 6rnek biiytik-
likleri ve agisal yayginlhigin az oldugu durumlarda
Watson testine ait ikinci tiir hata degeri daha dii-
stiktiir. Buna karsilik, Rao Spacing testi, kiiciik 6r-
neklem biiyiikligii ve genis acgisal dagilim
kombinasyonlari hari¢ ¢ogu kosullarda iki tepeli ya-
pilarin belirlenmesinde daha giigliidiir. Tekbi¢imli
veriler i¢in 6rneklem biiyiikligiiniin kiictik oldugu
durumlarda Watson testi, biiyiik oldugu durumlarda
ise Rao Spacing testi daha iyidir."”® Watson testi, ¢ok
tepeli verilerde kullanilabilir ve 6zellikle kiiciik 6r-
neklem biiyiikliigiine sahip ¢alismalarda diger yon-
temlere gore giicii daha fazladir.*
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